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Lời cam đoan

Tôi xin cam đoan đề tài luận văn "Về định lý Ritt đối với không

điểm của đa thức mũ" không có sự sao chép của người khác. Khi viết

luận văn tôi có tham khảo một số tài liệu, tất cả đều có nguồn gốc rõ ràng

và được hoàn thành dưới sự hướng dẫn của PGS. TSKH Trần Văn Tấn. Tôi

xin hoàn toàn chịu trách nhiệm về nội dung luận văn này.

Thái Nguyên, tháng 6 năm 2020

Tác giả luận văn

Trần Thị Thư

Xác nhận Xác nhận

của chủ nhiệm khoa Toán của người hướng dẫn

PGS. TSKH Trần Văn Tấn
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Lời cảm ơn

Trước khi trình bày nội dung chính của luận văn, tôi xin gửi lời cảm ơn

chân thành nhất tới PGS. TSKH Trần Văn Tấn. Thầy đã dành nhiều thời

gian, công sức để hướng dẫn, trả lời những thắc mắc và giúp đỡ tôi hoàn

thành bài luận văn này.

Tôi xin được gửi lời cảm ơn chân thành tới bố, mẹ và các thành viên

trong gia đình đã luôn động viên, ủng hộ tôi trong suốt thời gian qua.

Tôi cũng xin được gửi lời cảm ơn đến các thầy cô giáo trong trường Đại

học Sư Phạm Thái Nguyên đã luôn nhiệt tình giảng dạy và giúp đỡ tôi trong

suốt quá trình học tập, nghiên cứu, đã tạo điều kiện thuận lợi, giúp đỡ tôi

hoàn thành chương trình học và bảo vệ luận văn.

Bản thân tôi trong suốt quá trình học tập và nghiên cứu đã có nhiều cố

gắng, tuy nhiên những thiếu sót chắc chắn khó tránh được. Tôi rất mong

được thầy cô và các bạn đọc chỉ cho những thiếu sót đó.

Thái Nguyên, tháng 6 năm 2020

Học viên

Trần Thị Thư
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LỜI MỞ ĐẦU

Lí do chọn đề tài: Năm 1929, Ritt đạt được kết quả thú vị về các không

điểm của hàm đa thức mũ: Cho P (z) và Q(z) là hai đa thức (khác không)

với hệ số phức sao cho
P (ez)

Q(ez)
là một hàm nguyên. Khi đó tồn tại đa thức

R(z) với hệ số phức sao cho P (ez) = Q(ez)R(ez). Định lí trên đã là nguồn

cảm hứng cho nhiều nhà toán học sau này thiết lập các kết quả tương tự,

với các cách tiếp cận khác nhau. Với mục đích tìm hiểu về chủ đề này, chúng

tôi chọn đề tài “Về định lí Ritt đối với không điểm của hàm đa thức mũ”.

Mục đích nghiên cứu: Tìm hiểu và trình bày lại một cách chi tiết, hệ

thống kết quả cổ điển về các không điểm của hàm đa thức mũ đạt được bởi

Ritt [2] năm 1929 và một mở rộng đạt được gần đây theo một cách tiếp cận

khác bởi Ji Guo [1].

Đối tượng nghiên cứu: Hàm phân hình trên mặt phẳng phức.

Phương pháp nghiên cứu: Các phương pháp truyền thống của Giải tích

phức, Ứng dụng của Lí thuyết Nevanlinna đối với ánh xạ chỉnh hình.
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Chương 1

ĐỊNH LÝ RITT CỔ ĐIỂN

Cho một hàm đa thức mũ

a0e
α0z + ...+ ame

αmz (1.1)

với các hệ số hằng a0, ..., am và các α0, ..., αm đôi một phân biệt. Sự phân

bố các không điểm của các hàm như vậy, và các hàm tổng quát hơn với

các hệ số là các đa thức biến z đã được nghiên cứu bởi Tamarkin, Pólya và

Schwenglert. Trong chương này chúng tôi trình bày lại hai kết quả sau của

Ritt [3].

- Nếu mỗi không điểm của một đa thức mũ cũng là không điểm của một

đa thức mũ thứ hai, thì thương của chúng là một đa thức mũ.

- Xét hàm

1 + a1e
α1z + ...+ ame

αmz,

với các số thực α1, ..., αm thỏa mãn 0 < α1 < ... < αm. Với một dải nằm

ngang bất kỳ trong mặt phẳng phức, ta tính tổng của các phần thực của

các không điểm của đa thức mũ trong dải, với phần ảo bị chặn. Kết quả

này có thể coi là tương ứng với định lý nói rằng tích của các không điểm

của 1 + a1e
α1z + ...+ ame

αmz là (−1)m/am.
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1.1 Định lý về thương hai đa thức mũ

Định lý 1.1. Cho

A(z) = a0e
α0z + ...+ ame

αmz, B(z) = b0e
β0z + ...+ bne

βnz (1.2)

Giả sử rằng B(z) 6≡ 0, và
A(z)

B(z)
là một hàm nguyên. Khi đó, tồn tại một

hàm

C(z) = c0e
γ0z + ...+ cme

γpz

sao cho A(z) = B(z)C(z).

Trước hết ta mô tả vắn tắt lại một kết quả của Tamarkin, Pólya và

Schwenglert. Biểu diễn các αi trong mặt phẳng phức, và gọi A là đa giác lồi

nhỏ nhất chứa chúng. Nó giúp chúng ta thu được tính duy nhất trong phân

tích ở Bổ đề 1.1.

Giả sử các cạnh của A được xác định bởi

σ1, ..., σl.

Xét di, (i = 1, ..., l) là tia đối xứng qua trục thực với một tia vuông góc

với σi ra phía ngoài A. Các tác giả trên đã chứng minh rằng tồn tại l nửa

dải song song có hướng di (i = 1, ..., l) mà chúng chứa tất cả các không

điểm của A. Nếu si là độ dài của σi, số các không điểm có mô-đun nhỏ hơn

r và nằm trong nửa dải song song với di là tương đương với rsi/(2π) (khi r

tiến ra ∞).

Bây giờ ta xét đa giác lồi B tương ứng với B(z). Vì mỗi không điểm của

B cũng là một không điểm của A nên rõ ràng, từ công thức tiệm cận cho số

không điểm trong một nửa dải, mỗi cạnh τ của B song song với một cạnh

nào đó của A và độ dài cạnh của B không bé hơn độ dài cạnh tương ứng
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của A, và hai hướng vuông góc với hai cạnh nói trên ra phía ngoài đa giác

tương ứng là trùng nhau.

Giả sử rằng α0, ..., αm trong (1.1) được sắp xếp để phần thực tăng dần,

trong trường hợp phần thực bằng nhau thì ta xét tiếp tới sự tăng dần của

phần ảo. Khi các α0, ..., αm là các số thực không âm và am 6= 0, chúng ta sẽ

gọi αm là bậc của hàm (1.1).

Bổ đề 1.1. Giả sử A(z), và B(z) 6≡ 0 là hai đa thức mũ với các số mũ

thực không âm. Khi đó, ta có thể biểu diễn

A = QB +R, (1.3)

ở đó Q và R là hai đa thức mũ với các số mũ thực không âm, và R hoặc

đồng nhất 0 hoặc là một đa thức có bậc nhỏ hơn bậc của B.

Chứng minh. Nếu trong (1.2) ta có αm < βn, thì ta có ngay (1.3) với Q =

0, R = A. Do đó, bây giờ ta xét trường hợp αm ≥ βn.

Gọi αm, ..., αm−i là tập tất cả các số αi không bé hơn βn. Xét đa thức

mũ

C = A− (ame
αmz + ...+ am−ie

αm−iz)

bneβnz
B, (1.4)

ở đó, các số mũ đều không âm.

Nếu B chỉ gồm một hạng tử. Khi đó C hoặc bằng 0, hoặc có bậc nhỏ

hơn B, và ta có biểu diễn A = QB+R với R = C và Q là phân thức trong

vế phải của (1.4), tức là:

Q =
(ame

αmz + ...+ am−ie
αm−iz)

bneβnz
.

Bây giờ, giả sử B có ít nhất hai hạng tử. Nếu C khác 0, khi đó, bậc của

C nhỏ hơn βn hoặc bằng αm− (βn− βn−1). Nếu C bằng 0, hoặc có bậc nhỏ

hơn βn, từ (1.4) ta đạt được ngay biểu diễn A = QB + R. Với trường hợp
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còn lại, ta nhân chéo và chuyển vế trong biểu thức (1.4) và nhận được (1.3).

Tiếp tục quá trình trên, do βn−βn−1 là một đại lượng cố định, sau hữu hạn

bước ta sẽ nhận được (1.3).

Từ công thức xấp xỉ số không điểm trên mỗi nửa dải song song (ứng với

cạnh của đa giác bao tuyến tính của tập các số mũ), ta có biểu diễn trong

(1.3) là duy nhất.

Chứng minh Định lý 1.1. Giả sử rằng A 6≡ 0. Nhóm các số hạng của A

có các số mũ có phần thực giống nhau, ta viết

A = P1e
u1z + ...+ Pje

ujz, (1.5)

ở đó u1, ..., uj là các số thực, tăng dần theo các chỉ số và P1, ..., Pj có dạng

g1e
v1iz + ...+ gpe

vpiz, (1.6)

với các số thực v1, ..., vj tăng dần theo các chỉ số. Vì không làm thay đổi

các không điểm của A và không ảnh hưởng đến tính chia hết mà ta đang

nghiên cứu, sau khi nhân A với một hàm mũ, ta giả sử là u1 và số v nhỏ

nhất trong Pj đều bằng 0. Tương tự, giả sử

B = Q1e
w1z + ...+Qhe

whz, (1.7)

với các điều kiện tương tự như đối với A. Đại lượng uj là hiệu giữa hoành

độ của điểm ngoài cùng bên phải và điểm ngoài cùng bên trái của A. Vì

mỗi cạnh của B tương ứng với một cạnh của A ít nhất về chiều dài và có

cùng hướng nên rõ ràng uj ≥ wh.

Nếu B chỉ có một hạng tử, ta có ngay kết quả định lí. Bây giờ ta giả sử

B chứa ít nhất hai hạng tử, tức là, trong (1.7), ta có h ≥ 2, Q1, Qh 6≡ 0.

Đặt uj, ..., uj−r, trong đó mỗi u đều vượt quá uj− (wh−wh−1). Ta sẽ chứng

minh rằng thương của Pj, ..., Pj−r với Qh là đa thức mũ có dạng (1.6).
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